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Mesh generation techniques are widely employed in various engineering fields including those related to physical 
models described by partial differential equations. This paper describes the two-dimensional Delaunay triangulation procedure 
consisting of mesh generation, node creation, mesh smoothing, and adaptive remeshing technique. The proposed algorithm can 
generate mesh of arbitrary geometry for both simply connected and multi-boundary domains. The technique generates an entirely 
new mesh based on the solution obtained from simulation using the previous finite element/finite volume meshes; such that 
elements in regions with large changes of solution gradients become smaller and elements in areas with little changes of solution 
gradients grow larger. Finally, the performance of the proposed unstructured triangular mesh regeneration procedures are 
evaluated on both simply- and multi-connected boundaries domain of computational mechanics problems. 
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เปนสี่เหล่ียมสี่รูป และเรียกสี่เหล่ียมที่เกิดขึ้นจาก Root วา 





ออกเปนตาขายสามเหล่ียมสองรูป สวนวิธี Advancing Front  
[6,7] จะเริ่มตนดวยการสรางจุดตอตามขอบของโดเมนจากน้ัน
ใหเลือกเสนตอระหวางจุดตอขึ้นมาหน่ึงเสน เรียกวา Front 
เพ่ือทําการสรางตาขายสามเหลี่ยมดานเทาขึ้นมา  แลวทําการ
ลบทิ้ง Front ดังกลาวออกจากบัฟเฟอร พรอมทั้งกําหนดให
เสนขอบที่เหลืออีกสองดานของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมา
ใหมเปน Front สําหรับเลือกใชในอนาคตโดยเก็บใสลงใน
บัฟเฟอร และกระบวนการเลือก Front  แลวสรางตาขาย
สามเหล่ียมจะดําเนินไปเรื่อยๆจากขอบของโดเมนเขาสูพ้ืนที่












 สํ าหรับบทความ น้ีจะนํา เสนอกระบวนการสร า ง
สามเหล่ียมเดอลอนเนในสองมิติอันประกอบดวยเทคนิค
วิธีการสรางตาขาย เทคนิคการสรางจุดตอ เทคนิคการทําใหตา






ระเบียบวิธีไฟไนต เอลิเมนตและไฟไนตวอลุม  สุดทาย
สมรรถนะของกระบวนการสรางตาขายสามเหลี่ยมแบบไร
ระเบียบจะถูกประเมินดวยปญหาทางกลศาสตรการคํานวณ












 แผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram)  ถูกนําเสนอและ
นํามาขยายความสูการสรางแผนผังโวโรนอยโดย โวโรนอย 
(Voronoi) และดีริคเลท (Dirichlet) [9,10]  โดยนิยามในดาน
เรขาคณิตการคํานวณแผนผังโวโรนอย หมายถึง แผนผังที่ได
จากการแบงโดเมนออกเปนกลุมของรูปทรงหลายเหล่ียม  โดย
ถาหากกําหนดใหมีจุดตอภายในโดเมน nkPk ,,1 , K=  เรา
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เหล่ียมดังกลาว ดังแสดงตัวอยางในรูปที่ 1 
 





ของจุด p  ใด ๆ (พ้ืนที่ของรูปทรงหลายเหล่ียมลอมรอบจุดตอ 
p  ใด ๆ) สามารถเขียนในรูปแบบของสมการเซตได ดังน้ี 
    { }jk, P pP p pV jkk ≠∀−<−×∈= :RR      (1) 
 จากสมการ  (1) สามารถกลาวไดวาเสนขอบเขตของ
แผนผังโวโรนอยแตละดานตองวางอยูตองก่ึงกลางระหวางจุด
ตอสองจุดตอที่เสนขอบเขตดังกลาวเปนเสนขอบเขตรวม    
ดังแสดงในรูปที่ 2 หรือกลาวอีกนัยหน่ึงไดวาระยะทางจากจุด
ใด ๆ บนเสนขอบเขตของแผนผังโวโรนอยไปยังจุดตอทั้ง 
สองดานตองมีคาเทากันเสมอและถาหากพิจารณาจากจุดใด ๆ 
ภายในโดเมนสองมิติ RR ×∈p ตามนิยามของแผนผังโวโร
นอยตองไมมีจุดตอมากกวา 1 จุดอยูภายในบริเวณพ้ืนที่โวโร
นอยเดียวกัน แตถาหากมีจุด p  ใดก็ตามที่ถูกเปนเจาของโดย
มากกวาหน่ึงพ้ืนที่โวโรนอย  จุด p  ดังกลาวตองอยูบนเสน
ขอบเขตของพื้นที่โวโรนอยเสมอ 
 เมื่อพิจารณาจากรูปที่ 2 การลากเสนตรงตอเช่ือมระหวาง
จุดตอ 3 จุดที่อยูภายในพ้ืนที่โวโรนอยท่ีมีเสนขอบเขตรวม
เดียวกันก็จะไดรูปทรงสามเหล่ียม โดยคุณสมบัติของรูปทรง


















 รูปที่  3 แสดงตัวอยางสามเหล่ียมเดอลอนเนโดยจุด
ศูนยกลางของวงกลมลอมรอบผานจุดปลายทั้งสามของ
รูปทรงสามเหล่ียม หมายถึง จุดปลายของแผนผังโวโนอย ซึ่ง
ถูกแสดงดวยวงกลมโปรง และในทางปฏิบัติจุดศูนยกลาง
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ทรงสามเหล่ียมก็ได  ดังน้ัน เมื่อทําการลากเสนตรงตอเช่ือม
ระหวางสองจุดตอที่มีเสนขอบเขตของพ้ืนที่โวโรนอยรวมกัน
ทั้งหมดภายในแผนผังโวโรนอย ก็จะไดรูปทรงสามเหล่ียมที่
เรียกวา สามเหล่ียมเดอลอนเน ดังตัวอยางในรูปที่ 4 [12] 
 
รูปท่ี 4 แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
 
รูปท่ี 5 เสนขอบเขต ab มีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ 
 
 เมื่อพิจารณาถึงการแบงพ้ืนที่โดเมนออกเปนรูปทรง
สามเหล่ียมใด ๆ  สามเหลี่ยมที่ไดจะประกอบดวยจุดปลาย
และเสนขอบเขตของสามเหล่ียม  โดยเสนขอบเขตของ




ในรูปที่ 5 เสนขอบเขต ab เปนสมาชิกของสามเหล่ียม abc 
และ adb จุด d ตองอยูภายนอกวงกลมลอมรอบสามเหล่ียม 
abc เสมอ เสนขอบเขต ab จึงจะมีคุณสมบัติเดอลอนเน
เฉพาะที่  และถาหากเสนขอบเขตของสามเหลี่ยมทุก ๆ เสน
ภายในโดเมนมีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ สามเหล่ียม
ทั้งหมดภายในโดเมนเปนสามเหล่ียมเดอลอนเน 
 จากรูปที่ 5 เมื่อรวมสามเหล่ียม abc และ adb เขาดวยกัน ก็
จะไดรูปสี่เหล่ียมมุมแหลม adbc (Convex quadrilateral) และ
เมื่อทําการแบงสี่เหล่ียมมุมแหลมออกเปนสามเหลี่ยมสองรูป 
สามารถกระทําได 2 วิธี วีธีแรกเปนการแบงสี่เหล่ียมมุมแหลม
ดวยเสน ab ซึ่งจะไดสามเหลี่ยม abc และ adb ซึ่งเปน
สามเหล่ียมเดอลอนเน  สวนวีธีที่สองเปนการแบงสี่เหล่ียมมุม
แหลมดวยเสน cd ซึ่งจะไดสามเหล่ียม adc และ bcd ซึ่งไมเปน
สามเหล่ียมเดอลอนเน  ดังน้ัน การสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน
จากสี่เหล่ียมใด ๆ สามารถกระทําไดโดยการกลับเสนขอบเขต
รวมของสามเหล่ียมสองรูปที่อยูติดกัน ดังเชนในกรณีของรูป
ที่ 6 สามเหล่ียม adc และ bcd สามารถแปลงใหเปนสามเหล่ียม
เดอลอนเนไดดวยการกลับเสนขอบเขตรวมของสามเหล่ียมทั้ง
สอง จากเสน cd มาเปนเสน ab เปนตน กระบวนการดังกลาว
สามารถประยุกตใชกับสามเหล่ียมใด ๆ ภายในโดเมนสองมิติ 
โดยสามเหล่ียมที่ไดจะเปนสามเหล่ียมเดอลอนเนเสมอ ซึ่ง
กระบวนการดังกลาวถูกเรียกวา อัลกอริทึมการกลับดาน 
(Edge-flip algorithm) [8] 
 
รูปท่ี 6 ซายมือสามเหล่ียมเดอลอนเนและขวามือไมเปน 
สามเหล่ียมเดอลอนเน 
 
รูปท่ี 7 มุมภายในสามเหล่ียม 
  
 เมื่อพิจารณารูปที่ 7 สามเหล่ียม adc และ bcd ซึ่งไมเปน
สามเหล่ียมเดอลอนเน มีมุมภายในดังน้ี 2221 ,, γδαα +  และ 
1121 ,, δγββ +  ตามลําดับ สวนสามเหลี่ยม abc และ adb ซึ่ง
เปนสามเหล่ียมเดอลอนเนมีมุมภายในดังน้ี 2111 ,, γγβα +  
และ  2212 ,, βδδα +  ตามลํา ดับ   โดยอาศั ยความรู ด าน
เรขาคณิตเก่ียวกับความสัมพันธของดานทั้งสี่ของสี่เหล่ียมมุม
แหลม abcd และมุมภายในที่เกิดจากดานทั้งสี่ พบวา 
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                                                (2) 
 
 การสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน  สามารถแบงออกไดเปน
สองขั้นตอนหลัก  ๆ   ดังน้ี   ขั้นตอนที่หน่ึงเปนการสราง
สามเหล่ียมเดอลอนเนใหกับจุดตอที่อยูบนเสนขอบเขตของ
โดเมน (Boundary triangulation)  และขั้นตอนที่สองเปนการ
สรางสามเหล่ียมเดอลอนเนภายในโดเมนโดยการแบงยอย
สามเหล่ียมเดอลอนเนที่ไดจากขั้นตอนที่หน่ึง  ดวยวิธีการ
สรางจุดตอภายในโดเมนแบบอัตโนมัติ (Automatic node 






อัลกอริทึมที่พัฒนาโดยโบวเยอรและวัตสัน (Bowyer and 
Watson) [9,10]  ซึ่งไดนําเสนอวิธีการทดสอบจุดตอภายใน




ทั้งหมดกอนการแทรกจุดตอ )( iTp  และสามเหล่ียมเดอ
ลอนเนทั้งหมดภายหลังการแทรกจุดตอ )( 1+iTp  ดังน้ี 
                      ppii BCTT +−=+1                                     (3) 
โดยท่ี 
pC  หมายถึง เซตของสามเหล่ียมเดอลอนเนที่ถูกลบทิ้ง
ซึ่งทําใหเกิดพ้ืนที่วาง  และ 
pB  หมายถึง เซตของสามเหลี่ยม
เดอลอนเนที่ถูกสรางขึ้นมาใหมดวยการลากเสนตอจากจุดตอ
ทั้งหมดของพื้นที่วางมายังจุดตอ p  
 อั ล ก อ ริ ทึ ม ก า ร ส ร า ง ส า ม เ ห ล่ี ย ม เ ด อ ล อ น เ น 
(DelaunayTriangulation) ประกอบดวยกระบวนการหลัก ๆ 





อัลกอริทมึที่ 1  DelaunayTriangulation( pTP ,, ) 




ของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา 
และกําหนดให T  เปนเซตวางของสามเหล่ียมเดอลอนเน 
2. กําหนดให ip  เปนจุดตอหมายเลข i ของเซต P  และ it  
เปนสามเหล่ียมเดอลอนเนหมายเลข i ของเซต T  
3. สรางสามเหล่ียมเริ่มตนลอมรอบจุดทั้งหมดของเซต P  
และกําหนดใหเปนสมาชิกของเซต T  
4. อานจุดตอ ip  ลําดับถัดไปจากเซต P  
5. คนหาสามเหล่ียม it  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ ip  ภายใน 
ซึ่งสามารถกระทําไดโดยใชวิธีของลอวสัน (Lawson 
searching method) [11] 
6. ลบทิ้งสามเหล่ียม it  ทั้งหมดที่ไมผานคุณสมบัติวงกลม
ลอมรอบวางเปลาออกจากเซต T  จากนั้นทําการสราง
สามเหล่ียมเดอลอนเนขึ้นมาใหมดวยวิธีที่ไดอธิบาย
หัวขอ 3.2.1 ขางตน  และกําหนดใหสามเหล่ียมเดอ
ลอนเนที่ถูกขึ้นมาใหมเปนสมาชิกของเซต T  
7. ทําซ้ําตามขั้นตอนที่ 4 ถึง 6 จนกระทั่งจุดตอทั้งหมดของ
เซต P  ถูกพิจารณา 









พารามิเตอรที่สําคัญสองตัว คือ สัมประสิทธิ์อัลฟา (α ) เปน
คาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดตอ
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ตอความหนาแนนของสามเหลี่ยม  สวนสัมประสิทธิ์เบตา 
( β ) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบระยะหางระหวาง
จุดตอในบริเวณใกลเคียงที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรก
เขาไปใหม  ซึ่งจะมีผลตอรูปรางของสามเหล่ียมที่ถูกสราง
ขึ้นมาใหม  หลังจากที่จุดตอที่ ถูกสรางขึ้นมาใหมภายใน




โดยอัตโนมัติ (MeshRefinement)  มีดังน้ี 
อัลกอริทึมที่ 2  MeshRefinement( iterationTP ,,,, βα ) 





2. กําหนดให V  เปนเซตวางของจุดตอที่จะถูกแทรกลง
ภายในโดเมน และ T  เปนเซตของสามเหล่ียมเดอลอนเน
ที่ไดจากอัลกอลิทึม DelaunayTriangulation 
3. คํานวณคาระยะหางของจุดตอ (Nodal spacing value, 
idp )  ซึ่งเปนคาเฉล่ียของระยะหางระหวางจุดตอที่มีดาน
เช่ือมตอกับจุดปลายของสามเหล่ียม โดยคาดังกลาวจะ








1      (4) 
 โดยที่ M  หมายถึงจุดตอรอบ ๆ จุดตอ i 
4. อานสามเหล่ียม it  จากเซต T  
5. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวงเอลิเมนตสามเหล่ียม it   เปน
จุดตอ Q  คํานวณคาระยะหางของจุดตอ Q  ดวยสมการ 
(4) และคํานวณระยะหางจากจุดตอ Q  ไปยังจุดปลายท้ัง
สามของสามเหล่ียม it  ( md  โดยที่ m  = 1, 2, 3) 
6. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α  โดยถาหาก 
)( qm dpd ⋅< α   สําหรับบางคาของ m  = 1, 2, 3 แสดง
วาจุดตอ Q ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α   ก็ให
กลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพ่ืออานสามเหล่ียมถัดไป 
7. คํานวณระยะหาง 
js  จากจุดตอ Q  ไปยังจุดตอที่ถูก
แทรกกอนหนาน้ี สมมติใหเทากับจํานวน N จุดตอ 
8. ทํ า ก า รทดสอบค า สั มประสิ ท ธิ์  β  โด ยถ า ห า ก 
)( qj dps ⋅< β   สําหรับบางคาของ j = 1, …, N แสดงวา
จุดตอ Q  ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β   ก็ให
กลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพ่ืออานสามเหล่ียมถัดไป 
9. จัดเก็บจุดตอ Q  ลงในเซต V  
10. ถาหากยังคงมีสามเหล่ียมที่ยังไมถูกอานจากเซต T   ให
กลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพ่ืออานสามเหล่ียมถัดไป 
11. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต V  ลงในโดเมน และสราง
เอลิเมนตสามเหล่ียมดวยอัลกอริทึม
DelaunayTriangulation ขางตน 
12. ทําการวนซ้ําขั้นตอนท่ี 4 ถึง 11 เทากับจํานวนครั้งที่
กําหนดโดยพารามิเตอร iteration  
 โดยปกติสามเหล่ียมเดอลอนเนที่ไดจากการสรางดวย
อัลกอริทึมทั้งสองขางตน  อาจจะยังไมมีคาสัดสวนของดาน




ปลาซ (Laplacian smoothing) ซึ่งเปนวิธีที่ไดรับความนิยม





สมมติวาตองการประยุกตวิธีลาปลาซกับจุดตอ Q  ซึ่งถูก



















= ==      (5) 
โดยที่ Qcx  และ Qcy  เปนตําแหนงพิกัดใหมของจุดตอ Q ใน
แนวแกน x และ y ตามลําดับ 
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ประกอบดวยรูปทรงที่มีความซับซอนจํานวน 5 ตัวอยาง จะ
ถูกเลือกเพ่ือใชในการทดสอบสรางตาขายสามเหลี่ยมดวย
เทคนิคการสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน ตัวอยางที่ 1 เปนการ
แสดงขั้นตอนการสรางตาขายสามเหลี่ยมที่ถูกกําหนดใหทํา
การสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ  5 ครั้ง 










 และรูปที่ 9 แสดงตาขายสามเหล่ียมที่มีคุณภาพดีขึ้น 
ภายหลังการประยุกตใชวิธีลาปลาซ โดยกําหนดใหมีการวน
ซ้ํา 4 รอบ 
 
รูปท่ี 9 ตาขายสามเหล่ียมที่มีคุณภาพดีขึ้น 
  







รูปท่ี 10 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนรูปทรงใบเล่ือย 
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รูปท่ี 11 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนรูปบาน 
 







รูปท่ี 12 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนของเครื่องบินรบ 
 
 ตัวอยางที่ 5 ซึ่งเปนตัวอยางสุดทายเปนการสรางตาขาย
สามเหล่ียมภายในโดเมนสี่เหล่ียมลอมรอบกระสวยอวกาศ








รูปท่ี 13 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนของเครื่องบินรบ 
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